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Abstract

The usual Kernel estimates of the probability density function,

those of Rosenblatt-Parzen, Yamato and Deheuvels are presented with

their quadratic mean convergence assumptions.

A criterium based on the asymptotic behavior of the variance is

given to compare them.

Using additional assumptions, it is shown that such criterium

orders these three estimates.

Finally, a new recursive estimate is introduced for which the

asymptotic behavior of the bias and the quadratic mean convergence

are studied. Using the above criterium, it is shown that such estimate

is better than the previous ones.
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Resume*

On rappelle dans cette note les estimateurs connus de la densite

de probability, ceux de Rosenblatt-Parzen, Yamato et Deheuvels, ainsi

que les conditions respectives de convergence en moyenne quadratique.

On introduit un critSre de comparaison fonde* sur le comportement

asymptotique de la variance lorsque le nombre d?observations devient

infini. Moyennant I'ajonction d!hypotheses supplementaires on montre

que le critere choisi permet d'ordonner les trois estimateurs.

Enfin on introduit un nouvel estimateur recurrent de la densite

pour lequel on etudie le comportement du biais, on demontre la convergence

en moyenne quadratique et on montre que sur la base du critere choisi

ce dernier estimateur est meilleur que les precedents.

Mots cles

Estimation, non param^trique, recurrente, densite de probability.
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1) Nature du probleme

Soient X ,X2,...,X des variables aleatoires reelles, independantes

et identiquement distribuees suivant une fonction de. repartition F(x)

possedant une densite de probabilite f(x) bornee et continue sur R:

F(x) =f f(y) dy. (1-1)
J —00

Le probleme auquel on s'interesse ici est 1'etude d'estimateurs

f (x) de la densite de probabilite f(x), fonction des variables
n

aleatoires X1,X2,...,X ,qui convergent en moyenne quadratique:

E(fn(x)-f(x))2 —•O, ^"2>

ou encore, puisque:

E(f (x)-f(x))2 = Var f (x) + (Ef (x)-f(x)) , (1-3)
n n n

d'estimateurs tels que l'on ait simultanement:

Ef (X) ^ f(x) (i"4)
n-*»

et

Var f (x) •O .
n

n-x»

(1-5)

Les estimateurs verifiant la propriete 0-4) sont dits

asymptotiquement sans biais.

Dans cette note, on se limitera a 1'etude de la convergence en

moyenne quadratique.



2) Rappel historique

Plusieurs estimateurs de la densite de probabilite ont ete

proposes par le passe. Chronologiquement on peut rappeler les travaux

de M. Rosenblatt [8], puis ceux de E. Parzen [7] sur I'etude d'un

estimateur de la forme:

x-X

(2-1):. (x) =-£- £ Kr1 >l.n nhn *- \ hn /

ou K(y) est une fonction mesurable sur R, eventuellement non negative

(condition necessaire si l'on desire que f (x) soit une densite),

bornee et v£rifiant:

r
J —c

K(y) dy = 1, (2"2>

t ou h est le terrae general d'une suite numerique {hn> positive
n

telle que:

h —• <>
n

n-*»

(2-3)

et

nh _*-. <2"4>
n

n-x»

Sous ces conditions, on montre en particulier (voir par exemple

rQ1 p. 1816) que f, (x) converge en moyenne quadratique vers f(x),
1 J r 1,n

et que (voir [9] p. 1818):

f. (x) * -£- f(x) I K2(y) dy.
l,n nn j

Var ^ rv^ ^ —^~~ t,Yl * K ,v) av* ^



On notera par C l'ensemble des couples (K(y),{hn>) tels que

K(y) soit une fonction mesurable non negative, bornee et satisfaisant

(2-2), et tels que {h } soit une suite numerique positive verifiant

(2-3) et (2-4).

En ce qui concerne le comportement asymptotique du biais

E f (x) - f(x), on demontre (voir par exemple [9] P- 1818) que si
l,n

K(y) est de plus une fonction paire telle que

Soo

y2K(y) dy < «, (2-6)
—00

etsif'(x) et f"(x) sont continues et bornees (f"(x) ^ 0) alors:

Efn (x) - f(x) ^ ^ h2 f"(x) \ y2K(y) dy. (2-7)
1»n n^o 2 n J_w

Des proprietes asymptotiques de la variance et du biais on peut

deduire, sous les conditions qui ont conduit a (2-5) et (2-7), le

comportement asymptotique de I'erreur quadratique moyenne de 1'estimateur

de Rosenblatt-Parzen pour n-*» :

-co

(f. (x)-f (x))2 =-£- f(x) I K2(y) dy
x»n m,n J _00

+ 4hnf"2(X) (51 ^^^ dy)2 +°fe+"n) • (2"8>
Remarque 2-1

Sil'on prend h = n"S avec s G ]0,1[ , on deduit de (2-7) que le
n

-2sbiais converge vers z6ro corame n , et de (2-8) on conclut que la

Vitessede convergence vers zero de I'erreur quadratique moyenne est



maximum pour s=-| . Apartir de (2-8) on constate aussi que pour
s > — le biais converge vers zero plus rapidement que la variance et

que par consequent I'erreur quadratique moyenne se coraporte alors

asymptotiquement corame la variance. »'

On peut rappeler aussi les travaux de H. Yamato [10] qui a

introduit un estimateur recurrent de la densite satisfaisant liquation:

,x-X

V*>=^W*>+^K("^f)
pour n = 1,2,... .

L'estimateur de Yamato solution de (2-9) s'ecrit:

x-X.n 1 /X-a.v

(2-9)

(2-10)

On demontre en particulier (voir [10] theoreme 2 p. 4) que pour

tout couple (K(y), (hn>) appartenant a C2 sous ensemble de ^ pour

lequel les suites {h }sont decroissantes, ^2,nM converSe en ™>yenne

quadratique vers f(x).

Remarque 2-2

L'hypothese de suite decroissante pour {hn> n'est pas en general

une condition necessaire pour assurer les proprietes de convergence,

mais puisque c'est une hypothese simplificatrice dans les demonstrations

et que ce n'est pas une limitation tres forte en pratique, on la

conservera dans toute la suite de cette note. *

Si de plus (K(y) ,{hn}) appartient a C'2 sous ensemble de C2 pour

lequel les suites {hn> verifient:



\fl_« (2-11)
n J-l hj n~

avec a € ]0,1[, alors on montre (voir [10] theoreme 3 p. 6) que:

SCO

K2(y) dy. (2-12)

Enfin, P. Deheuvels [3] a propose un autre estimateur recurrent

de la densite de la forme:

'n.-W-tS^'^1)3.

n

avec b = zl n^»
n j=i a

2
ou K(x,y) est une fonction non negative, bornee, mesurable sur R

et verifiant:

$00

K(x,y) dy = 1 Vx e R (2-14)
—00

et

sup f |y|K(x,y) dy •O, (2"15)
xGR J|y| >t t-x»

et ou h est le terrae general d'une suite numerique {h } positive,
j -'

decroissante vers zero et verifiant:

b — co. (2-16)
n

n-x»

Parmi de nombreux autres resultats P. Deheuvels a demontre que sous

les conditions precedentes f0 (x) converge en moyenne quadratique
3,n



vers f(x), et qu'en particulier (voir [3] theoreme 1 p. 1119):

-f f(x) f
1-+00 n J —e

Var f3 n(x) ^ ^f- f(x) I K2(x,y) dy . (2-17)
• n-*»

Remarque 2-3

Puisque l'on se limite ici au cas de la convergence en moyenne

quadratique, on se restreindra dans la suite de ce travail au cas ou la

fonction K(x,y) ne depend que de y. D'autre part, on pourrait verifier

qu'alors la condition (2-15) est superflue •

—s

Comme dans le cas de 1'estimateur de Rosenblatt-Parzen avec nn = n »

on pourrait verifier aussi (voir les resultats sur la convergence des

esperances mathematiques p. 29 th. 6 dans [5]) que pour s > -j les biais

des estimateurs de Yamato et de Deheuvels convergent vers zero plus

rapidement que leurs variances. #

3) Definition d'un nouvel estimateur

Afin de degager l'inter§t relatif des estimateurs de la densite

presentes au paragraphe precedent on introduit maintenant un critere de

comparaison fonde sur le comportement asymptotique de la variance.

Bien d'autres criteres pourraient etre choisis (convergence de

I'erreur quadratique moyenne ou de son integrale sur R, convergence

presque sure par exemple), les remarques 2-1 et 2-3 (deuxieme

paragraphe) font cependant le lien (et sont ainsi un motif de

justification) entre la convergence de la variance et celle de I'erreur
_ -s v ^

quadratique moyenne dans le cas pratique important ou hfl - n et ou s

doit etre pris superieur a — .



Definition 3-1 (critere de comparaison)

C designant un sous ensemble produit de fonction K(y) mesurable sur

R et de suite nuraerique {hn>, on dira que relativement a C 1'estimateur

f est meilleur que 1'estimateur g au sens de la variance et on notera

f4 g si et seuleraent si a tout couple (K(y),{h }) de C egal il existe
n

un reel non negatif a inferieur a 1'unite tel que pour tout e positif il

Var f (x)
existe un entier positif N(e) tel que n > N iraplique — r-r- < a + e.

Var g (x)
&n '

en resume, relativement a C

f < g « J a e [0,1[; Ve > 0, 3n(e);

Var f (x)

Var gn(x) VJ J

Sur la base de la definition 3-1 on etablit les deux lemmes suivants

Lemme 3-1 (transitivite)

Si relativement a C f < g et relativement a C' g -< h alors relativement

a COC f < h. #

Lemme 3-2 (condition suffisante)
Var f (x)

Si pour tout (K(y),{h }) appartenant a C>- ~-x < u et lim u = b
n Var g (x) — n n

ton n-*<»

avec b £ [0,1[ alors relativement a C f < g. //

Remarque 3-1

Avec la definition 3-1, pour comparer deux estimateurs, il n'est
Var f (x)

pas necessaire que la limite de ^Vt existe, il suffit par exempleVar gn(x) p v
que le lemme 3-2 soit verifi£. Dans ce cas on verifie que lim u est

M n

inferieure a 1'unite plutot que ur inferieur a 1'unite (ce qui conduirait



a une autre definition du critere de comparaison ) en effet on peut se

trouver parfois dans la situation ou u < 1 et lim u =1 corame le montre
n n

n-*»

1 exemple suivant:

1 n
Un "nlog n £ Log j Pour n=2,3,... (Voir [10] p. 9). #

En appliquant le critere de comparaison defini plus haut aux trois

esimateurs deja rencontres on obtient le resultat suivant:

Proposition 3-1

fl' f2 et f3 d^si8nant respectivement les estimateurs de Rosenblatt-Parzen,

Yamato et Deheuvels et C^ etant le sous ensemble de C' pour lequel (h }

verifie

nh
n ^

~£~ —• & avec 3 S [0,a[, alors (3-2)
n n-*»

relativement a C£ on a f \ f (3-3)

relativement a C' on a f -< f , (3_4)

et f3< fr # (3_5)

Demonstration

Var f (x)
De (2-5) et (2-12) on deduit que pour tout element de Cl lira „ '", v

2 ^_ Var f. (x)
n-x» 1,n

= a, en appliquant le lemme 3-2 avec b = a on obtient (3-3). En rapprochant
Var f~ (x)

(2-12) et (2-17) on obtient que pour tout element de C' lim „ ,n, %
3 _ Var f0 (x)

n-*» 2,n '
-11-, ft
" n » or „ < 1 aussi en appliquant le lemme 3-2 avec b = - on obtient

(3-4). (3-5) decoule du lemme 3-1 puisque C' CC'. //

La question que l'on se pose maintenant est de savoir s'il existe

au moins un estimateur raeilleur que 1'estimateur de Deheuvels au sens de



la definition 3-1 pour au moins un ensemble non vide de couples (K(y),{h })

Au prix d'une complexite accrue, la reponse est affirmative, on est

dans cette situation dans le cas suivant:

n h. j /x-X

h -w =i -Ei ^ &K V • (3-5)n j=l j k=l x k '

n

avec b - r h. comrae pour l'estimateur f0 (x).
n j=i J 3>n

On constate que l'estimateur donne par 1'expression (3-6) est

recurrent et verifie 1'equation:

n b k=l v k '
n

pour n = 1,2,..., avec b = o par convention.

Remarque 3-2

Dans le cas du noyau unite (K(y) = — 1 (y) ,ou 1 est la fonction

2 ]-l,l] A
indicatrice de 1'ensemble A) et de la suite {h } de terme general

J- iGITlG
h = — , la contribution (additive) de la 8 variable aieatoire

/n

Xg dans 1'expression (2-13) se calcule a partir de la fonction representee

sur la figure 3-1, cette contribution dans 1'expression (3-6) se calcule,

par contre, a partir de la fonction representee sur la figure 3-2. #

4) Proprietes de l'estimateur f. (x)_ 4>n

Dans la suite de ce travail on va definir des conditions suffisantes sur la

fonction K(y) et la suite {h } pour que f, (x) converge en moyenne

quadratique vers f(x) et ait la propriete enoncee ci dessus. On verifiera

que ces conditions sont satisfaites pour au moins une classe importante

de cas pratiques. En outre on etudiera le comportement asymptotique

du biais.
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Theoreme 4-1 (convergence asymptotique sans biais).

Si (K(y),{hn>) G C2 alors

E f (X) ^f(x). t C4"1)
4,n

Demonstration

D'apres la definition de f. (x) on a:
4,n

n h. i yx-X

Ef4

i n h. j ,x-X v

n j=l j k=l . \ k /

1 / l\D'autre part en remarquant que — EK l-r—J = E f1 R(x) on peut appliquer
n * n ' '

un resultat partiel etablit par M. Rosenblatt (voir [9] p. 1816

expression (7)) et obtenir que pour tout element de C2:

n > n / n-*»

En utilisant (4-3) et en appliquant deux fois le lemme de Toeplitz

rappeie ci-dessous on trouve que la limite de 1'expression (4-2) est

bien f(x). #

Lemme 4-1 (lemme de Toeplitz - enonce partiel)

n n
Si b = £ "a, _*-, alors x —x implique que — £ afcxk -_*. x. #

n k=l k n-*» n-*» Dn k=l n-*»

(Pour 1'enonce complet et la demonstration du lemme voir [6] p. 238).

A propos du comportement asymptotique du biais on peut etablir le

resultat particulier suivant:

Theorfeme 4-2

Si (K(y),(h » ec2, si de plus K(y) est une fonction paire satisfaisant
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(2-6)etsif'(x)etf"(x)sontcontinuesetbornees(f"(x)^0)alors:

nh.j

Ef,(x)-f(x)%i

(4-4)

:(x)-f(x)„\f»(x)fy2K(y)dy(f£^EhU)"* n-H»^-oo\nj=ljK=l'

Demonstration

Souslesconditionsdutheoreme4-2,endeveloppantf(x)auvoisinagede

xonobtientpourn->-oo:

x-X.

EK
("Y^)=hnf(x)+2hnf"(x)(y2R(y)dy+°(hl)9(4"5)

enrapprochant(4-5)et(4-2)onetablitalors(4-4).//

Remarque4-1

Sionprendh=n~Savecs£]0,1[etsionutiliselapropriete:

Ej"s^ttVs«*•(4"6) j=ln-*»±s

onconstatequecommedanslecasdel'estimateurdeRosenblatt-Parzen

lebiaisconvergeverszerocommen(voirremarque2-1).//

Avantd'etudierlaconvergenceenmoyennequadratique,onva

ddmontrerlelemmesuivant:

Lemme4-2(majorationdelavariance)

Si(K(y).,{h})eC,sousensembledeC2telqueK(y)soitmonotone

surlesintervallesypositifetynegatif,alors:

2

nh.jo/x"x-
Varf(x)<^r2-jt(2j-2k+l)EK-r—•

4'nb2jtib2k=lVhk/
#(4-7)



Demonstration

D'apres la definition de f (x) et a cause de 1'indlpendance des
4,n

X. on a:

n hA j /X-XlX yx-X,
Var f ' ~

17

4,n(x>±A E4 Z^MkU (4-8)
bn d=1 bi k»£=1 V k ^ * '

La monotonicite de K(y) et {hn> implique l'inegalite:

rx-X.\ /x-Xn\ n. x-x.

\ \ I \\ I \nmin(k,£)/

En considerant (4-8) et (4-9) simultanement on obtient:

^2
n h. J o/ x-X,

Var f,
1 " \ X 2/ X"X1 \:4,n(x) ^~2 E "i E EK [- ±—) , (4-10)
bn j=l b, k,£=l \nmin(k,£)/

ce qui implique (4-7).

Theoreme 4-3 (convergence en moyenne quadratique)

Si (K(yJ,{h }) e r alors:
x n h

E(f4 n(x)-f(x))2 *0 . // (4-11)
' n-x»

Demonstration

Puisque d'apres le theoreme 4-1 le biais converge vers zero relativement

a C^ ^ C^, if suffit de demontrer maintenant que la variance converge

vers zero. A partir de 1'expression (4-7) du lemme precedent on

obtient les majorants suivant pour la variance:

Var f <*)4W £EK (—i\ (4-12)
b ]=1 b. k=1 \ k '
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n h. j 0.x-X

-1* ?i ^ £ ek2(^t) ' (4"13)b j=l j k=i V k '

(4-13) decoulant de la monotonicite' de {h }. Enfin, soit M tel que
n

sup f(x) _< M, on a alors:
x£r

2 X"X1 f °° 2EK (-j—) <hkM J KZ(y) dy. (4-14)
k J-oo

Finalement en rapprochant (4-13) et (4-14) on trouve:

Var

-00

f4 n(x) 1r I K2(y) dy, (4-15)

ce qui implique la convergence vers zero de la variance lorsque n

devient infini. //

Afin de comparer f (x) avec les estimateurs presentes au paragraphe

2, on va demontrer le lemme suivant:

Lemme 4-3

Si (K(y),{h }) € ci et si la suite {h } verifie:
n 3 n

h n

~~2 E Jh- »-Y, alors: (4-16)
b j=l ^ n-*»

2

X n h j o/x"xi\ f00 9
limT" E ~i E (2j-2k+l) EKZ--^ = 2(B-Y) f(x) I KZ(y) dy. //
n-*» Dn j=i bf k=l V nk ' J-oo

2 (4-17)

Demonstration

On ecrit le terme de gauche de 1'expression (4-17) sous la forme
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, n (4-18)

un -- E hjvj
n b 1=1 J Jbn*

h 1 o/X_Xn\=-1 £ (2J-2H.1) EK2M . (4-W)

En remarquant que (4-3) peut s'etendre au cas des moments superieurs a

1'unite, on a en particulier:

X"X1\ */„x f°° „2,^ ,,„ (4-20)-±- EK2£-^ —^ f(x) ( K2(y) dy
hn ^ hn ' n-x» J—

et en appliquant trois fois le lemme de Toeplitz dans 1'expression

(4-19) on etablit que:

En

/Jh. h. J v f 2 _.. (4-21)

tenant compte de (3-2) et (4-16) on deduit de (4-21) que:

fJ —c

lim v. = 2(8-y) f(x) \ K2(y) dy. «'22)
j-Xx, 3

Enfin en rapprochant (4-18) et (4-22) et en appliquant une derniere fois

le lemme de Toeplitz on trouve (4-17).

Proposition 4-1

f designant l'estimateur donne par (3-6) et c; etant le sous ensemble
4 X
de C» n c pour lequel {h }verifie (4-16) avec Ye ]g -- ,6], alors

relativement a C' on a:

t < f3.
(4-23)



h< f2'
et

f J f . #
4^ 1

Demonstration

Le lemme 4-2 permet d'etablir que:

Var f, (x)

Var f. (x) ~ "n
3,n

< u

avec

i , n hT J 2/x"Xl\"n "̂aTTT-00 fz £^E «-^l) BK2(-^)
3,n b j=l b. k-1 k

15

(4-24)

(4-25)

(4-26)

Le lemme 4-3 et (2-17) perraettent de conclure que:

lim u = 2(6-y). (4"27)
n

n-*»

Avec l'hypothise sur y on a 2(3-y) e [0,1[, aussi en appliquant le

lemme 3-2 avec b =2(B-y) on obtient (4-23), (4-24) et (4-25) decoulent

du lemme 3-1 sur la transitivite. *

A l'aide d'exemples on verifie maintenant que Cl n'est pas

1'ensemble vide.

Les conditions de monotonicite sur K(y) sont verifiees pour une

classe importante de fonction densite. Une telle classe contient

par exemple les fonctions densite correspondant au cas des distributions

uniforme, triangulaire, gaussienne, exponentielle et de Gauchy.

Quant aux conditions sur {h }, elles sont verifiees par exemple

dans le cas pratique important ou h = n avec s £ ]0,1[. En effet,

en utilisant une fois de plus la propriete:

-i_ y; fs — -L. Vs < i
nl-s fa n- 1-s

(4-28)
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on trouve que:

0 = s+1 '
1_ (4-29)

(4-30)
B = 1-s,

et

Y =
(1-s)2 (4-31)
2-s *

On peut verifier, que pour tout s € ]0,1[, a, 3 et y appartiennent

bien aux intervalles ]0,1[, ]0,a[ et ]3 -^ ef respectivement.

Remarque 4-2

A partir de (4-30) et (4-31) on trouve que 2(3-y) = 2j^ , ce qui

permet d'apprecier quantitativement le gain obtenu en utilisant f^^(x)

au lieu de f~ (x) pour les suites {h } du type hR = n (Voir (4-27)).

On doit bien noter qu'on obtient (a cause de I'inegalite (4-9)) une

evaluation pessimiste de ce gain.

Dans le cas ou K(y) correspond a la "fenetre rectangulaire" (noyau

unite) ou a la "fenetre triangulaire" on peut faire le calcul exact de

Var f. (x)

la limite de '
Var f~ (x)

3,n

Tout calcul fait on aboutit aux resultats suivants:

Var f. (x) n-«^2
pour K(y) =\ 1(y) li- Var f4'"(x) =2Ug- , (4-32)

L ]-l,l] n-*» 3,nv

Var f, (x) q s)2(3s+2)
pour k(y) = (l-|y|)i (y) lim Var f^(x) = (2-s)(1+s) '(4"33)

]-l,l] n-*» 3,n

Si on choisit s=^,la limite apparaissant dans l'expression (4-32)

vaut -z , celle apparaissant dans (4-33) vaut —' •
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