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±²¹º Â Ã¹®Äº¯´ ² Ãµ«®·¯´ ´«¹¹Ä¹Å ² ®Ä¸«µ²·Ä¹ Ã¹®Ä®·Ä¹Å Ü ·¯¹ ¬²´²µµ¯µ â Æ® °±ÄÃ± ±²³¯ ¯ã«²µ Ã¸¬«·²·Ä¹²µ
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O(log n) �´µµ²´¶ �

� ´¯Ã¯º¯¹Ã¯ Ã¹®·´²Ä¹¯º ®Ã±¯º«µÄ¹Å Â «¹Ä·àµ¯¹Å·± â Æ®
≤ 16 �´µµ²´¶ �

ªÃ±¯º«µÄ¹Å ° Ä·± ´¯µ¯²®¯ ·Ä¸ ¯® Â â Æ µ¯¹Å·±®
∈ [1, k] Ω(k)
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i
·± µ²´Å¯®· Ã¸¬¹¯¹· Ü

C
È

× ²â ´Äæ²·Ä¹ Ä® ² ®·²¹º²´º °²¶ · Ã¸¬²´¯ ·±¯ Ä¸Æ²µ²¹Ã¯ Ü ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® Ø ®¯¯ ���� Ü´ ² Å¯¹¯´²µ ´¯Ü¯´¯¹Ã¯ È
ª¸ ¯ Ü Ä·® ¬´¬ ¯´·Ä¯® ²´¯ ²® Üµµ° ® È  ¯®·´ÄÃ·¯º · ³¯Ã·´® ° Ä·± ∑n

i=1 ci = n
Â ¸ ²â ´Äæ²·Ä¹ º¯	¹¯® ² ¬²´·Ä²µ

´º¯´ °±®¯ Æ ··¸
⊥ = (1, . . . , 1)

Ä® ·±¯ ±¸ Å¯¹¯«® ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ Â ²¹º °±®¯ ·¬
> = (n, 0, . . . , 0)

Ä® ·±¯
Ã¯¹·´²µÄæ¯º ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ È á° ·±¯´ Ä¹·«Ä·Ä³¯ ¸ ¯²®«´¯® Ü ·±¯ ²¸ «¹· Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹ ² ®¶®·¯¸ ²´¯ ³²´Ä²¹Ã¯
³²´

(C) = 1
||C||

∑n
i=1(ci − ||C||/n)2

²¹º ¹¯Å²·Ä³¯ ¯¹·´¬¶
−H(C) =

∑n
i=1 ci log2 ci

È � µ·±«Å± ³²´Ä²¹Ã¯ ²¹º
¯¹·´¬¶ ºÄ®²Å´¯¯ ¹ ·±¯ ´º¯´Ä¹Å Ü ³¯Ã·´® Ä¹ Å¯¹¯´²µ Â ¸ ²â ´Äæ²·Ä¹ Ä® Ã¹®Ä®·¯¹· ° Ä·± Æ ·± Â Ä¹ ·±¯ ®¯¹®¯ ·±²·
C ′ � C

Ä¸¬µÄ¯® ³²´
(C ′) ≥

³²´
(C)

²¹º
−H(C ′) ≥ −H(C)

È
ø´ «´ ¬«´¬ ®¯® Â ² »ÊÁ¿ Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ Ä® ² Ü«¹Ã·Ä¹

g : C×W → R
+ Â °±¯´¯

C ⊆ R
n Ä® ·±¯ ®¯· Ü µ¯Å²µ ¹º¯ Ã²¬²ÃÄ·¶

³¯Ã·´® ²¹º
W

Ä® ²´ÆÄ·´²´¶ ²ººÄ·Ä¹²µ ¬´Æµ¯¸ à®¬ ¯ÃÄ	Ã Ä¹Ü´¸ ²·Ä¹ È á¶¬ÄÃ²µµ¶Â
g(C,W )

°Äµµ ´¯¬´¯®¯¹· ·±¯ Ã®·
Ü ·±¯ ¬·Ä¸ ²µ ®µ«·Ä¹ · ®¸ ¯ Ã¸ÆÄ¹²·´Ä²µ ¬´Æµ¯¸ ° Ä·± ¹º¯ Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®

C
²¹º °´Çµ²º

W
È å °¯³¯´ Â ¹¯

ú
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g : C ×W → R
+ ¾Á

sup
W,C,C′: C�C′, W∈W

g(C ′,W )

g(C,W )
.

� �å Ü
5/4

°«µº ®²¶ ·±²· Ü´ ²¹¶ Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®
C

²¹º
C ′ � C

Â ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹
C ′ Ã²¹ ±²¹ºµ¯ ²¹¶ °´Çµ²º ° Ä·±

Ã®· ²· ¸ ®·
25' ±ÄÅ±¯´ ·±²¹

C
È á±²· Ä® Â ²® ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹Ã´¯²®¯® Â ¬ ¯´Ü´¸ ²¹Ã¯ Ã²¹¹· Å¯· ¸«Ã± °´®¯ È(

) ·¯ ·±²· ²¹ ²®®«¸¬·Ä¹ Ü ·±Ä® ¸ º¯µ Ä® ·±²· ·±¯ ¹º¯® ±²³¯ ·±¯ ®²¸ ¯ �·¶¬ ¯� Ü Ã²¬²ÃÄ·¶Â ® ·° ¹º¯® ° Ä·±
·±¯ ®²¸ ¯ ²¸ «¹· Ü Ã²¬²ÃÄ·¶ ²´¯ ¯ã«Ä³²µ¯¹· È

* +��,£�¦ -¥¤.
ß¹ ®¯³¯´²µ ®¶®·¯¸ ® Â Ä· ±²® Æ ¯¯¹ ´¯ÃÅ¹Äæ¯º ·±²· ² ±¯·¯´Å¯¹¯«® Ã²¬²ÃÄ·¶ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ Ä® ®ÄÅ¹Ä	Ã²¹·µ¶ ¬´¯Ü¯´²Æµ¯
· ² ±¸ Å¯¹¯«® ¹¯ È ø´ ¯Û²¸¬µ¯ Â ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹ ·±¯ ¬²´·ÄÃÄ¬²·Ä¹Å ¹º¯® Ù Æ²¹º° Äº·± Ã¹®·´²Ä¹·® Ã²¹ ´¯º«Ã¯
´«·¯ µ¯¹Å·±® Ä¹ ºÄ®·´ÄÆ«·¯º ±²®± ·²Æµ¯® �/åá®� �� Â ��� ²¹º Ä¹ «¹®·´«Ã·«´¯º ¬ ¯¯´à·à¬ ¯¯´ 	 µ¯ ®±²´Ä¹Å ®¶®·¯¸ ® ��� Â
²¹º Ã²¹ Ä¸¬´³¯ µ²º Æ²µ²¹Ã¯ Ä¹ /åá® ��� È ß¹ ®«¬ ¯´Ã¸¬«·Ä¹Å Â º¯®ÄÅ¹® «®Ä¹Å ² Ü¯° Ü²®· ¬´ Ã¯®®´® ²¹º ¸ ²¹¶
®µ°¯´ ¬´Ã¯®®´® ±²³¯ Æ ¯¯¹ ¯³²µ«²·¯º ²Å²Ä¹®· ±¸ Å¯¹¯«® ®¶®·¯¸ ® �ú Â �� È á±¯®¯ ®·«ºÄ¯® Å¯¹¯´²µµ¶ µ Ç ²·
®¬ ¯ÃÄ	Ã Ã²¬²ÃÄ·¶ ²¹º °´Çµ²º ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® È Þ«´ ¸ º¯µ Ä® Ã¸¬µ¯¸ ¯¹·²´¶ ®Ä¹Ã¯ °¯ ¯Û²¸ Ä¹¯ ·±¯ °´®· Ã²®¯ ³¯´
²µµ Ã²¬²ÃÄ·¶ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® ²¹º °´Çµ²º® È

� µ®¯´ · «´ ¸ º¯µ Â 0²¹Å ²¹º º¯ 1¯ÃÄ²¹² �úä� ®·«ºÄ¯º ² Æ´²¹Ã±Ä¹Å ¬´ Ã¯®® ¸ º¯µ Ü ² ù Ä·á´´¯¹·àµÄÇ¯ Ã¹·¯¹·
ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ ®¶®·¯¸ Ä¹ Ä·® ¿Î¼ÑÁ¾ÀÑ¿ ¬±²®¯ Â ®«Ã± ²® º«´Ä¹Å ·±¯ ²´´Ä³²µ Ü ² 2²®± Ã´°º È á±¯ ²¹²µ¶®Ä® ®±°¯º ·±²·
¯Û¬ ¯Ã·¯º ®¯´³ÄÃ¯ Ã²¬²ÃÄ·¶ Ä¹Ã´¯²®¯® ²® ·±¯ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ Ü ¹º¯ Æ²¹º° Äº·± Æ ¯Ã¸ ¯® ¸ ´¯ ±¯·¯´Å¯¹¯«® Â Ä¹ ·±¯
®¯¹®¯ Ü Ä¹Ã´¯²®Ä¹Å Ã¹³¯Û ´º¯´Ä¹Å® �°±ÄÃ± Å¯¹¯´²µÄæ¯ ¸ ²â ´Äæ²·Ä¹ · ´²¹º¸ ³²´Ä²Æµ¯®� È

� ® ¸ ¯¹·Ä¹¯º Ä¹ ·±¯ Ä¹·´º«Ã·Ä¹ Â ²¹ Ä¸¬ ´·²¹· ®¬ ¯ÃÄ²µ Ã²®¯ Ü «´ ¸ º¯µ Ä® °±¯¹ Ã²¬²ÃÄ·Ä¯® ²´¯ ´¯®·´ÄÃ·¯º ®
·±²· ·±¯´¯ ²´¯

m
¹º¯® Ü Ã²¬²ÃÄ·¶

n/m
²¹º

n−m
Ü Ã²¬²ÃÄ·¶

0
È � ´ÄÃ¯ Ü ºÄ³¯´®Ä·¶ «¬¬ ¯´àÆ «¹º® ·±¯ Ä¹Ã´¯²®¯

Ä¹ Ã®· ²®
m

º¯Ã´¯²®¯® È ß¹ ã«¯«Ä¹Å ·±¯´¶Â ² °¯µµ Ç¹°¹ ´¯®«µ· Ä® ·±²· ²¸ ¹Å × 3× 3
m

ã«¯«¯® �
m

®¯´³¯´® Ü
®¬ ¯¯º

n/m
°Ä·± ¯Û¬ ¹¯¹·Ä²µ â Æ ®¯´³ÄÃ¯ ·Ä¸ ¯®� Â

m = 1
Ä® ¬·Ä¸ ²µ ��4� È å°¯³¯´ Â Ü´ ³²´Ä«® ·±¯´ â Æ ®¯´³ÄÃ¯

·Ä¸ ¯ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® Â ¸ ¯²¹ ´¯®¬ ¹®¯ ·Ä¸ ¯ ¸ ²¶ Æ ¯ ¸ Ä¹Ä¸ Äæ¯º °±¯¹
m > 1

�®¯¯ ���� ²¹º ·±¯ ´¯Ü¯´¯¹Ã¯® ·±¯´¯Ä¹ � È
ß¹·«Ä·Ä³¯µ¶Â ·±Ä® Ä® Æ ¯Ã²«®¯ ±²³Ä¹Å ®¯³¯´²µ ®¯´³¯´® Ç¯¯¬® ¸ ²¹¶ ®¸ ²µµ â Æ® Ü´¸ Æ ¯Ä¹Å ±¯µº «¬ Æ¶ ¹¯ ÆÄÅ â Æ È á±Ä®
Ã´´¯®¬ ¹º® · ·±¯ ®«¬ ¯´àÃ¹®·²¹· ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ü ®Ã±¯º«µÄ¹Å ° Ä·± ´¯µ¯²®¯ ·Ä¸ ¯® �ª¯Ã·Ä¹ 4� È
5 67� 8 ©9§ �,£©¥¢ :�99,
� ¹²·«´²µ °²¶ · ®±° ·±²· ·±¯ ±¯·¯´Å¯¹¯«® Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®

C ′ ²´¯ ²® Åº ²® ·±¯ ¸ ´¯ ±¸ Å¯¹¯«® Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®
C

Ä® · �®Ä¸«µ²·¯�
C

«®Ä¹Å
C ′ È × ´¯ ®¬ ¯ÃÄ	Ã²µµ¶Â °¯ °«µº ²®®ÄÅ¹

C
à¹º¯® ·

C ′à¹º¯® ²ÃÃ´ºÄ¹Å · ®¸ ¯
f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

Â ²¹º ®±° ·±²· ¯²Ã±
C ′à¹º¯

i
Ã²¹ �®Ä¸«µ²·¯� ·±¯ °´Ç ¬´¯³Ä«®µ¶ ¬ ¯´Ü´¸ ¯º Æ¶ ·±¯

®«Æ®¯· Ü
C

à¹º¯®
f−1(i)

È ø´ ¸ ®· ¹²·«´²µ Ã²®¯® Â ² ¬´¯´¯ã«Ä®Ä·¯ Ü´ ·±Ä® ·¯Ã±¹Äã«¯ · ®«ÃÃ¯¯º Ä® ·±²· ·±¯ ··²µ
Ã²¬²ÃÄ·¶ ®Ä¸«µ²·¯º Æ¶ ¯²Ã±

C ′à¹º¯
i

Ä® ¹· ¸«Ã± ¸ ´¯ ·±²¹ Ä·® °¹ Ã²¬²ÃÄ·¶
c′i

è
! ëòõíñíôõ ; <ÊÎ »¼½¼»¾¿Ò =À»¿ÊÎÁ

C
¼ÑÌ

C ′ � C > ¼Ñ
α

à®Ä¸«µ²·Ä¹ Ü
C

°Ä·±
C ′ ¾Á ¼ Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ

f : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n}

ÁÓ»Í ¿Í¼¿ ∑
j∈f−1(i) cj ≤ αc′i > Ï ÊÎ ¼ ? ?

i @
ß· Ä® )� àÃ¸¬µ¯·¯ · º¯ÃÄº¯ °±¯·±¯´ ²

1
à®Ä¸«µ²·Ä¹ ¯Û Ä®·® �®¯¯ �¬¬ ¯¹ºÄÛ �� È á±¯ ¸ ²Ä¹ ´¯®«µ· Ü ·±Ä® ®¯Ã·Ä¹ Ä®

·±²· ²
(2− 1/n)

à®Ä¸«µ²·Ä¹ ²µ°²¶® ¯ÛÄ®·® È
Aëü ü ó " BCDEFGHIDJK LMEEHN <ÊÎ ¼ÑÒ »¼½¼»¾¿Ò Ì¾Á¿Î¾ÕÓ¿¾ÊÑÁ

C
¼ÑÌ

C ′ � C > ¼
(2− 1/n)OÁ¾ÐÓ ?¼¿¾ÊÑ ÀP ¾Á ¿Á

¼ÑÌ »¼Ñ ÕÀ Ï ÊÓÑÌ ¾Ñ ¿¾Ð À
O(n log n) @QRpsro j S �onopjTotosn} r�t �|wj � o vso�o� �w � Totop�|sU�nsjt jS qr�mp rjtr�vsn}� ~ Smtrnsjt g sw VWXYZ W[\W]^_ ��ot C′

� Csk l|sow g(C′) ≤ g(C) � `to rjm|� w�} n��n g sw αa]bb Z[c de ]f_gh V WXYZ W[\W]^_ ��ot C′
� C sk l|sow g(C′) ≤ α ·g(C) � i�ot g(C,W )��w Rjj α sS �t� jt|} sS g(C,W ) sw αk�llpjl sk �no|} qr�mp rjtr�vo st C Sjp ovop} W �

�
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2

α

1

C ′ =

C =

1

2

α

1

α

...

...

...
...

n
α

1

C ′ =

C =

1

1

α
1

α

øÄÅ«´¯ �è á° Ü²¸ ÄµÄ¯® Ü ¯Û²¸¬µ¯® ®±° Ä¹Å ·±¯ ·ÄÅ±·¹¯®® Ü ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² È å¯´¯
α = 2− 1/n

È ß¹ Æ ·±
¯Û²¸¬µ¯® Â ¯³¯´¶ ²®®ÄÅ¹¸ ¯¹· Ü

C
·

C ′ ÅÄ³¯® ®¸ ¯ ¯µ¯¸ ¯¹· Ü
C ′ ²· µ¯²®·

α
·Ä¸ ¯® Ä·® Ã²¬²ÃÄ·¶È

á±¯ Æ «¹º Ä® ¯Û²Ã·µ¶ ·ÄÅ±· Â ²® ¯Û±ÄÆÄ·¯º Ä¹ øÄÅ«´¯ �È ß¹ ·±¯ ´¯¸ ²Ä¹º¯´ Ü ·±Ä® ®¯Ã·Ä¹ Â °¯ ¬´³¯ ·±¯ µ¯¸¸ ² Â
²¹º ·±¯¹ «®¯ Ä· · ¬´³Äº¯ ®«m ÃÄ¯¹· Ã¹ºÄ·Ä¹® Ü´ ² Ã®· Ü«¹Ã·Ä¹ · ±²³¯ Ã¹®·²¹· ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶
�á±¯´¯¸ �� È ß¹ µ²·¯´ ®¯Ã·Ä¹® Â °¯ ° Äµµ ®¯¯ ·±²· ² ¹«¸Æ¯´ Ü ¬·Ä¸ Äæ²·Ä¹ ¬´Æµ¯¸ ® ®²·Ä®Ü¶ ·±®¯ Ã¹ºÄ·Ä¹® È
éêôôö n �¯·

α = 2− 1
n

È á±¯ Üµµ° Ä¹Å ²µÅ´Ä·±¸ ¬´º«Ã¯® ²¹
α

à®Ä¸«µ²·Ä¹
f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

È ù ¯ÅÄ¹ Æ¶
®´·Ä¹Å ·±¯ ·° Ã²¬²ÃÄ·¶ ³¯Ã·´® Ä¹ º¯Ã´¯²®Ä¹Å ´º¯´ È × ²Ä¹·²Ä¹ ² ³¯Ã·´ Ü ¼=¼¾?¼Õ?À »¼½¼»¾¿¾ÀÁ

A = (a1, . . . , an)
È

ß¹ Ä·Ä²µµ¶Â
A = (0, . . . , 0)

È ø´ ¯²Ã±
i = 1

·
n

Â ¬ ¯´Ü´¸ ·±¯ Üµµ° Ä¹Å ®·¯¬® è
�È ª¯·

ai ← c′i
È

ú È � ¯·
j ∈ {1, . . . , i}

Æ ¯ ®«Ã± ·±²·
aj ≥ ci/α

È
� È ª¯·

f(i)← j
²¹º

aj ← aj − ci/α
È

á±¯ ²µÅ´Ä·±¸ Ã²¹ Æ ¯ Ä¸¬µ¯¸ ¯¹·¯º Ä¹
O(n log n)

·Ä¸ ¯ Æ¶ ®·´Ä¹Å
A

Ä¹ ² ±¯²¬ ²¹º ·²ÇÄ¹Å
j

· Æ ¯ ·±¯ ¸ ²ÛÄ¸«¸
¯µ¯¸ ¯¹· È ß· ´¯¸ ²Ä¹® · Æ ¯ ®±°¹ ·±²· ��� Ä¹ ¯²Ã± Ä·¯´²·Ä¹ Â ² ®«Ä·²Æµ¯

j
®²·Ä®Ü¶ Ä¹Å

aj ≥ ci/α
Ã²¹ Æ ¯ Ü«¹º Â ²¹º

�ú� ·±¯ ´¯®«µ·Ä¹Å
f

Ä® ²¹
α

à®Ä¸«µ²·Ä¹ È
Ú¯ ®±° ��� 	 ´®· È � Ü·¯´ ª·¯¬ � Ü ·±¯

i
·± Ä·¯´²·Ä¹ Â ·±¯ ··²µ Ã²¬²ÃÄ·¶ ·±²· ±²® Æ ¯¯¹ ²ºº¯º ·

A
Ä® ∑i

k=1 c′k
Â

²¹º ·±¯ ··²µ Ã²¬²ÃÄ·¶ ·±²· ±²® Æ ¯¯¹ ®«Æ·´²Ã·¯º Ä® ∑i−1
k=1 ck/α

È ª ·±¯ ··²µ Ã²¬²ÃÄ·¶ ´¯¸ ²Ä¹Ä¹Å Ä¹
A

²Ü·¯´ ª·¯¬
� Ü ·±¯

i
·± Ä·¯´²·Ä¹ Ä®

i
∑

k=1

c′k −
i−1
∑

k=1

ck

α
=

ci

α
+

i
∑

k=1

c′k −
i
∑

k=1

ck

α

≥
ci

α
+

(

1−
1

α

) i
∑

k=1

ck
�®Ä¹Ã¯

C ′ � C
�

≥
ci

α
+ i ·

(

1−
1

α

)

ci
�®Ä¹Ã¯

c1 ≥ · · · ≥ ci
�

= i ·

(

ci

iα
+

(

1−
1

α

)

ci

)

.

× ´¯³¯´ Â ²· ®·¯¬
i

·±¯´¯ ²´¯
≤ i

¬®Ä·Ä³¯ ¯¹·´Ä¯® Ü
A

Â ® ®¸ ¯ ¯¹·´¶ ¸«®· Æ ¯
≥ ci

iα +
(

1− 1
α

)

ci
È � µ«ÅÅÄ¹Å Ä¹

i ≤ n
²¹º

α = 2− 1/n
Â ·± Ä® ¯Û¬´¯®®Ä¹ ´¯º«Ã¯® ·

ci/α
È á±«® Â ² ®«Ä·²Æµ¯

j
Ã²¹ Æ ¯ Ü«¹º È

Ú¯ ¹° ®±° �ú� Â ¾@À@Â ·±²· ∑
i∈f−1(j) ci ≤ αc′j

Ü´ ¯²Ã±
j
È ) ·¯ ·±²·

aj
	 ´®· Æ ¯Ã²¸ ¯ ¬®Ä·Ä³¯ Æ¶ ®¯··Ä¹Å

aj = c′j
È o²Ã± ·Ä¸ ¯ °¯ ®¯·

f(i)← j
Ü´ ®¸ ¯

i
Â ·±¯ Ã²¬²ÃÄ·¶ ²®®ÄÅ¹¯º · ¯¹·´¶

j
Ä¹Ã´¯²®¯º Æ¶

ci
Â ²¹º

aj
º¯Ã´¯²®¯º

Æ¶
ci/α

È ªÄ¹Ã¯
aj ≥ 0

²µ°²¶® Â ·±¯ ··²µ Ã²¬²ÃÄ·¶ ²®®ÄÅ¹¯º ·
j

Ä®
≤ αc′j

È
pëôêëü " qÓ½½ÊÁÀ ¼ »ÊÁ¿ Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ

g
Á¼¿¾Ár ÀÁ ¿Í À Ï Ê ? ?ÊË¾ÑÔ ½ ÎÊ½ ÀÎ¿¾ÀÁ s

t@ g(C,W )
¾Á ÑÊÑ¾Ñ»ÎÀ¼Á¾ÑÔ ¾Ñ À¼»Í »ÊÐ½ÊÑÀÑ¿ ÊÏ

C u
�



v @ g(C,W )
¾Á ¼ ÁÒÐÐ À¿Î¾» Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ ÊÏ ¿Í À »ÊÐ½ÊÑÀÑ ¿Á ÊÏ

C u
w @ g(1

2 · C,W ) ≤ β · g(C,W )
Ï ÊÎ ¼ ? ?

C
¼ÑÌ

W u ¼ÑÌ
x @ g(D,W ) ≤ g(C,W )> ËÍÀÎÀ

D
¾Á Ï ÊÎÐ ÀÌ Ï ÎÊÐ

C
ÕÒ ÎÀ½ ?¼»¾ÑÔ »ÊÐ½ÊÑ ÀÑ¿Á

i
¼ÑÌ

j
Ë¾¿Í

ci + cj
¼ÑÌ

0>ÎÀÁ½ À»¿¾=À?Ò> Ï ÊÎ ¼ÑÒ
C > W > i> ¼ÑÌ

j @
#ÍÀÑ ¿Í À ½ Î¾»À ÊÏ Í À¿ÀÎÊÔ ÀÑ À¾¿Ò ÊÏ

g
¾Á
≤ β @

éêôôö n �¯·
C

²¹º
C ′ Æ ¯ Ã²¬²ÃÄ·¶ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® ®«Ã± ·±²·

C ′ � C
È Ú¯ ¸«®· ®±°

g(C ′,W ) ≤ β · g(C,W )
È

�¯·
f

Æ ¯ ²
2
à®Ä¸«µ²·Ä¹ ²® ÅÄ³¯¹ Æ¶ ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² Â Ä¹ °±ÄÃ± Â Ü´ ¯²Ã±

i
Â
2c′i ≥

∑

j∈f−1(i) cj
def
= ei

È �¯·
E = (e1, . . . , en)

È Ú¯ ±²³¯

g(C ′,W ) ≤ β · g(2C ′,W )
�� ´¬ ¯´·¶

3)

≤ β · g(E,W )
�� ´¬ ¯´·¶ � ²¹º

2C ′ ≥ E
�

≤ β · g(C,W )
�´¯¬ ¯²·¯º ²¬¬µÄÃ²·Ä¹ Ü � ´¬ ¯´·Ä¯® ú ²¹º ��

.
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² ®¯·

J
Ü â Æ® Â ¯²Ã± ° Ä·± ² µ¯¹Å·±

`(j)
Â ²¹º ²¹

n
à³¯Ã·´

C
Ü ¬´Ã¯®®´ ®¬ ¯¯º® È Ú¯ ¸«®· ®Ã±¯º«µ¯ ·±¯ â Æ® ¹

«´
n

¸ ²Ã±Ä¹¯® ® ·±²· ¯²Ã± ¸ ²Ã±Ä¹¯ Ä® ¯Û¯Ã«·Ä¹Å ²· ¸ ®· ¹¯ â Æ ²· ²¹¶ ·Ä¸ ¯ È × ²Ã±Ä¹¯
i

Ã¸¬µ¯·¯® ¯²Ã± â Æ
j

Ä¹ ·Ä¸ ¯
`(j)/ci

Â ® ÄÜ Ä· Ä® ÅÄ³¯¹ â Æ®
Ji

Â Ä· Ã²¹ 	¹Ä®± Ä·® â Æ® Ä¹ ·Ä¸ ¯
ti = `(Ji)/ci

Â °±¯´¯
`(J) :=

∑

j∈J `(j)
È

á±¯ ¸ ®· Ã¸¸ ¹ ¸ ¯²®«´¯ Ü ·±¯ Ã®· Ü ² ®Ã±¯º«µ¯ Ä® Ä·® Ð ¼|ÀÁ½ ¼Ñ è ·±¯ ·Ä¸ ¯ «¹·Äµ ·±¯ µ²®· â Æ �¯ã«Ä³²µ¯¹·µ¶Â
¬´ Ã¯®®´� 	¹Ä®±¯® È Ú¯ Æ ¯ÅÄ¹ Æ¶ ²¹²µ¶æÄ¹Å ·±¯ ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ü ·±¯ Ã®· Ü«¹Ã·Ä¹

g(C, J)
Â º¯	¹¯º ²® ·±¯

¸ Ä¹Ä¸«¸ ¸ ²Ç¯®¬²¹ Ü ²¹¶ ®Ã±¯º«µ¯ Ü â Æ®
J

¹ ¬´ Ã¯®®´®
C

È
} ~� � ���� ������� � � ������ �������� ����������
á±¯ Üµµ° Ä¹Å ·±¯´¯¸ Äµµ«®·´²·¯® ·±¯ Æ²®ÄÃ ·¯Ã±¹Äã«¯ °¯ ° Äµµ «®¯ Ä¹ µ²·¯´ Æ «¹º® ¹ ·±¯ �å È ø´ Ã¹Ã´¯·¯¹¯®®
Ü ¯Û¬ ®Ä·Ä¹ Â °¯ «®¯ ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² ºÄ´¯Ã·µ¶Â ´²·±¯´ ·±²¹ á±¯´¯¸ �È �¹µÄÇ¯ «´ µ²·¯´ ´¯®«µ·® Â Ä¹ ·±Ä®
Ã²®¯ °¯ ¬´³Äº¯ ¸ ²·Ã±Ä¹Å µ°¯´ ²¹º «¬¬ ¯´ Æ «¹º® È á±¯ µ°¯´ Æ «¹º ·´²¹®Ü¯´® Ü´¸ ·±²· Ü ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹
�¯¸¸ ² �øÄÅ«´¯ �� Æ ¯Ã²«®¯ Æ ·± ·±¯ µ¯¸¸ ² ²¹º ·±¯ ¸ ²Ç¯®¬²¹ Ã¹®Äº¯´ ·±¯ ¸ ²ÛÄ¸«¸ ²¸ «¹· Ü °´Ç ²®®ÄÅ¹¯º
· ² ¸ ²Ã±Ä¹¯ È
pëôêëü ; #ÍÀ % ÊÉ ÊÏ Ð ¾Ñ¾ÐÓÐ Ð ¼|ÀÁ½ ¼Ñ Á»Í ÀÌÓ ?¾ÑÔ ¾Á

2− 1/n @
éêôôö n Ú¯ Æ ¯ÅÄ¹ ° Ä·± ·±¯ «¬¬ ¯´ Æ «¹º È � Ä³¯¹ ²¹¶ ¸ ²Ã±Ä¹¯ ®¬ ¯¯º®

C
²¹º

C ′ � C
Â ²¹º ²¹¶ ®Ã±¯º«µ¯ Ü â Æ®

J
¹ ¸ ²Ã±Ä¹¯®

C
°Ä·± ¸ ²Ç¯®¬²¹

M
Â Ä· Ä® ®«m ÃÄ¯¹· · ¬´º«Ã¯ ² ®Ã±¯º«µ¯ Ü ·±¯ â Æ® ¹ ·±¯

C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯® ° Ä·±
¸ ²Ç¯®¬²¹

2M
È

ª«¬¬ ®¯ â Æ®
Jk ⊆ J

²´¯ ®Ã±¯º«µ¯º ¹ ¸ ²Ã±Ä¹¯
k

Ä¹ ·±¯
C

à®Ã±¯º«µ¯ È �¯·
f : C → C ′ Æ ¯ ·±¯ ¸ ²¬¬Ä¹Å º¯	¹¯º

Æ¶ ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² È Ú¯ ®Ã±¯º«µ¯ â Æ®
Jk

¹
C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯

f(k)
È á ²¹²µ¶æ¯ ·±Ä® ®Ã±¯º«µ¯ Ù® ¸ ²Ç¯®¬²¹ Â °¯

Ä¹·´º«Ã¯ ² ®Ä¸¬µ¯ Æ«· Ä¸¬ ´·²¹· Ü²Ã· è
�óìñ " <ÊÎ ¼ÑÒ Á»Í ÀÌÓ ?À ÊÏ � ÊÕÁ ÊÑ ½ ÎÊ»ÀÁÁÊÎÁ ÊÏ Á½ ÀÀÌÁ

c1, . . . , ck
$�½¼Î¼ ? ?À? Á»Í ÀÌÓ ?À �& > ¿Í ÀÎÀ ¾Á ¼ Á ÀÎ¾¼ ? Á»Í ÀÌÓ ?À

ÊÏ ¿ÍÊÁÀ � ÊÕÁ ÊÑ ¼ Á¾ÑÔ ?À ½ ÎÊ»ÀÁÁÊÎ ÊÏ Á½ ÀÀÌ
c1 + · · · + ck

$�ÁÀÎ¾¼ ? Á»Í ÀÌÓ ?À �& ÁÓ»Í ¿Í¼¿ À¼»Í � ÊÕ »ÊÐ½ ?À¿ÀÁ ÕÀÏ ÊÎÀ
ÊÎ ¼¿ ¿Í À Á¼Ð À ¿¾Ð À ¼Á ¾¿ Ì¾Ì ¾Ñ ¿Í À ½¼Î¼ ? ?À? Á»Í ÀÌÓ ?À@
éêôôö n ªÃ±¯º«µ¯ â Æ® ¹ ·±¯ ®Ä¹Åµ¯ ¬´Ã¯®®´ Ä¹ ´º¯´ Ü ·±¯Ä´ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Ä¹ ·±¯ ¬²´²µµ¯µ ®Ã±¯º«µ¯ Â ° Ä·±
·Ä¯® Æ´Ç¯¹ ²´ÆÄ·´²´Äµ¶È �¹®Äº¯´ ²¹¶ â Æ

j
²¹º ®«¬¬ ®¯ Ä·® Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Ä¹ ·±¯ ¬²´²µµ¯µ ®Ã±¯º«µ¯ Ä®

t
È ß¹ ·±¯

¬²´²µµ¯µ ®Ã±¯º«µ¯ Â ·±¯ ··²µ µ¯¹Å·± Ü ²µµ â Æ® Ã¸¬µ¯·¯º Æ¶ ·Ä¸ ¯
t

¸«®· Æ ¯
≤
∑k

i=1 t · ci
È á±¯¹ ·±¯ ¹¯° ®Ã±¯º«µ¯

Ã¸¬µ¯·¯® ·±¯®¯ Ä¹ ·Ä¸ ¯
≤
(

∑k
i=1 t · ci

)

/(c1 + · · ·+ ck) = t.

�



) ° µ¯·
F (i) := f−1(i)

Æ ¯ ·±¯ ®¯· Ü
C

à¸ ²Ã±Ä¹¯® ¸ ²¬¬ ¯º ·
C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯

i
Â ²¹º µ¯·

s =
∑

k∈F (i) ck
Æ ¯ ·±¯

··²µ ®¬ ¯¯º Ü ·±¯®¯ ¸ ²Ã±Ä¹¯® È ù¶ ø²Ã· �Â ² ¸ ²Ã±Ä¹¯ Ü ®¬ ¯¯º
s

Ã«µº Ã¸¬µ¯·¯ â Æ®
F (i)

Ä¹ ·Ä¸ ¯
≤M

È ù¶ ·±¯
ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² Â

c′i ≥ s/(2− 1/n)
Â ® ¯²Ã±

C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯
i

Ã¸¬µ¯·¯® Ä·® â Æ® Ä¹ ·Ä¸ ¯
≤ (2− 1/n)M

È
á ®±° ·±¯ µ°¯´ Æ «¹º Â °¯ Ã²¹ «®¯ ¯Ä·±¯´ ¬²Ä´ Ü Ã²¬²ÃÄ·¶ ³¯Ã·´® Ä¹ øÄÅ«´¯ �Â Ä¹ Æ ·± Ã²®¯® ° Ä·±

n«¹Ä·àµ¯¹Å·± â Æ® È á±¯ ´¯²º¯´ Ã²¹ ³¯´ÄÜ¶ ·±²·
OPT (C, J) = 1

Â Æ«·
OPT (C ′, J) ≥ 2− 1/n

È
} ~� ������� ��� ������  �������� �  � �� ���������� ��� ��
ø²Ã· � Ä® ²Ã·«²µµ¶ ¸«Ã± ®·´¹Å¯´ ·±²¹ °²® ¹¯Ã¯®®²´¶ · Æ «¹º ·±¯ ¸ ²Ç¯®¬²¹ è Ä· Æ «¹º® ·±¯ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Ü
¼ ? ? â Æ® Â ¹· â «®· ·±¯ µ²®· È á±Ä® ¬´¬ ¯´·¶ µ¯·® «® ²¹²µ¶æ¯ ² µ²´Å¯ Ãµ²®® Ü Æâ ¯Ã·Ä³¯ Ü«¹Ã·Ä¹® È

�¯·
h : R

m → R
+ Æ ¯ ² Ü«¹Ã·Ä¹ Ü ·±¯ â Æ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯® È Ú¯ ®²¶

h
Ä®

β OÕÊÓÑÌÀÌ °±¯¹
h(2t) ≤ β · h(t)Ü´ ²µµ

t
È oÛ²¸¬µ¯® Ü

2
àÆ «¹º¯º Æâ ¯Ã·Ä³¯ Ü«¹Ã·Ä¹® ®¸ ¯·Ä¸ ¯® «®¯º · ¯³²µ«²·¯ ·±¯ ã«²µÄ·¶ Ü ² ®Ã±¯º«µ¯ ²´¯

·±¯ ²³¯´²Å¯ â Æ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ ²¹º ·±¯
Lp

à¹´¸ Ü ·±¯ â Æ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯® Â ¾ @À@Â h(t) = (
∑m

i=1 tpi )
1/p Â Ü´

p ≥ 1
È á±¯ ®ã«²´¯º Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Â

h(t) =
∑

i t
2
i

Â Ä®
4
àÆ «¹º¯º È

ûôêô ��óêþ " qÓ½½ÊÁÀ
h : R

m → R
+ ¾Á ¼ ÑÊÑÌÀ»ÎÀ¼Á¾ÑÔ > β OÕÊÓÑÌÀÌ Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ ÊÏ ¿Í À � ÊÕ »ÊÐ½ ?À¿¾ÊÑ ¿¾Ð ÀÁ @ ¡À¿

g(C, J)
ÕÀ ¿Í À Ð ¾Ñ¾Ð ¼ ? =¼ ?ÓÀ ÊÏ

h
Ê=ÀÎ ¼ ? ? Á»Í ÀÌÓ ?ÀÁ ÊÏ � ÊÕÁ

J
ÊÑ Ð ¼»Í¾Ñ ÀÁ

C @ #ÍÀÑ
g

Í¼Á % ÊÉ
≤ β @

éêôôö n Ú¯ ²¬¬µ¶ á±¯´¯¸ �È � ´¬ ¯´·Ä¯® � ·±´«Å± � Üµµ° ºÄ´¯Ã·µ¶ Ü´¸ ·±®¯ ¹
h

²¹º ·±¯ Ü²Ã· ·±²· Ã¸¬µ¯·Ä¹
·Ä¸ ¯® ²´¯ Ä¹³¯´®¯µ¶ ¬´¬ ´·Ä¹²µ · ¬´ Ã¯®®´ ®¬ ¯¯º È � ´¬ ¯´·¶ � Üµµ° ® Ü´¸ ø²Ã· �È

) ·¯ ·±²· ·±¯ ²Æ ³¯ Ã´µµ²´¶ ²¬¬µÄ¯® ¯³¯¹ Ä¹ ·±¯ Ã²®¯ ·±²·
h

Ä® ¹· ®¶¸¸ ¯·´ÄÃ Â ²® Ä¹ ·±¯ Ã²®¯ Ü °¯ÄÅ±·¯º
²³¯´²Å¯ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ ° Ä·± ®¸ ¯ â Æ® °¯ÄÅ±·¯º ¸ ´¯ ·±²¹ ·±¯´® È
} ~¢ ������� ��� ������  �������� �  ������� ���������� ��� ��
Ú¯ ¸ ²¶ ®Ä¸ Äµ²´µ¶ Ã¹®Äº¯´ Æ «¹º¯º Ü«¹Ã·Ä¹®

h
Ü ·±¯ Ð ¼»Í¾Ñ À Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯® È ß¹ ·±Ä® Ã²®¯ °¯ ´¯ã«Ä´¯ ·±²·

h
Ä® ² ®¶¸¸ ¯·´ÄÃ Ü«¹Ã·Ä¹ Ü Ä·® ²´Å«¸ ¯¹·® È á±¯ Üµµ° Ä¹Å Üµµ° ® ¯²®Äµ¶ Ü´¸ �´µµ²´¶ � Æ¶ Ã¹®Äº¯´Ä¹Å ·±¯

Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Ü ·±¯ µ²®· â Æ ¹ ¯²Ã± ¸ ²Ã±Ä¹¯ È Ú¯ ¸ Ä· ·±¯ ¬´Ü È
ûôêô ��óêþ ; qÓ½½ÊÁÀ

h : R
n → R

+ ¾Á ¼ ÑÊÑÌÀ»ÎÀ¼Á¾ÑÔ > β OÕÊÓÑÌÀÌ Ï ÓÑ»¿¾ÊÑ ÊÏ ¿Í À Ð ¼»Í¾Ñ À »ÊÐ½ ?À¿¾ÊÑ ¿¾Ð ÀÁ @
¡À¿

g(C, J)
ÕÀ ¿Í À Ð ¾Ñ¾Ð ¼ ? =¼ ?ÓÀ ÊÏ

h
Ê=ÀÎ ¼ ? ? Á»Í ÀÌÓ ?ÀÁ ÊÏ � ÊÕÁ

J
ÊÑ Ð ¼»Í¾Ñ ÀÁ

C @ #ÍÀÑ
g

Í¼Á % ÊÉ
≤ β @

�¹ Ä¹·¯´¯®·Ä¹Å ¬ ¯¹ ¬´Æµ¯¸ °«µº Æ ¯ · Æ·²Ä¹ ·ÄÅ±·¯´ Æ «¹º® Ü´ ·±¯
Lp

à¹´¸ Ü ¸ ²Ã±Ä¹¯ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯®
²® ² Ü«¹Ã·Ä¹ Ü

p
È ø´ ·±¯

L1
à¹´¸ Ä¹ ¬²´·ÄÃ«µ²´ Â ·±¯ �å Ä®

1
®Ä¹Ã¯ ·±¯ ¬·Ä¸ ²µ ²®®ÄÅ¹¸ ¯¹· ¬µ²Ã¯® ²µµ ·²®Ç® ¹

·±¯ Ü²®·¯®· ¸ ²Ã±Ä¹¯ Â ²¹º ·±²· ¸ ²Ã±Ä¹¯ Ä® ²µ°²¶® ²· µ¯²®· ²® Ü²®· Ä¹ ·±¯
C ′àºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ ²® Ä¹ ·±¯

C
ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ È

} ~£ � ������������¤ ���� ��
Ú¯ Æ®¯´³¯ ·±²· ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² Ã²¹ ²µ® Æ ¯ «®¯º · º¯®Ã´ÄÆ ¯ ·±¯ ¯ÿ¯Ã· Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ü â Æ µ¯¹Å·±
ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹® È á±¯´¯¸ ú ®±°¯º ·±²· ²® Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®

C
Æ ¯Ã¸ ¯ ¸ ´¯ ±¯·¯´Å¯¹¯«® Â ·±¯ ¸ Ä¹Ä¸«¸ ¸ ²Ç¯®¬²¹

OPT (C, J)
Ã²¹ Ù· Å¯· ¸«Ã± °´®¯ Â Ü´ ²¹¶ 	Û¯º â Æ µ¯¹Å·±®

J
È á±¯ Üµµ° Ä¹Å ·±¯´¯¸ ®²¶® ·±²· ²® ¿Í À � ÊÕ ?ÀÑÔ ¿ÍÁ

Æ ¯Ã¸ ¯ ¸ ´¯ ÍÊÐ ÊÔ ÀÑÀÊÓÁÂ ·±¯ ¸ ²Ç¯®¬²¹ Ã²¹ Ù· Å¯· ¸«Ã± °´®¯ Â Ü´ ²¹¶ 	Û¯º ÑÊÌÀ »¼½¼»¾¿¾ÀÁ È
pëôêëü ¥ ¡À¿

J
¼ÑÌ

J ′ ÕÀ =À»¿ÊÎÁ ÊÏ � ÊÕ ?ÀÑÔ ¿ÍÁ Ë ¾¿Í
J ′ � J @ <ÊÎ ¼ÑÒ

C > OPT (C, J) ≤ 2 ·OPT (C, J ′) @
éêôôö n �¯·

f : J → J ′ Æ ¯ ²
2
à®Ä¸«µ²·Ä¹ Â °±ÄÃ± ¯Û Ä®·® Æ¶ ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² È á±¯¹ ÄÜ

J ′àâ Æ
j

Ä® ¯Û¯Ã«·¯º
¹ ¸ ²Ã±Ä¹¯

i
Ä¹ ·±¯ ¬·Ä¸ ²µ ®Ã±¯º«µ¯ Â °¯ ¬µ²Ã¯ ·±¯

J
àâ Æ®

f−1(j)
¹ ¸ ²Ã±Ä¹¯

i
È ªÄ¹Ã¯

f
Ä® ²

2
à®Ä¸«µ²·Ä¹ Â ·±Ä®

²· ¸ ®· º«Æµ¯® ·±¯ ··²µ µ¯¹Å·± Ü â Æ® ¬µ²Ã¯º ¹
i
Â ²¹º ±¯¹Ã¯ ·±¯ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯ Ü ²¹¶ ¸ ²Ã±Ä¹¯ ²· ¸ ®·

º«Æµ¯® È

�



¦ § ¤�¨�¦�¢¨� ¨¥¢{£¤, ©¢�¦ 8¨7�¦§ �©¢z
ß¹ ·±¯ ¬´¯Ã¯º¯¹Ã¯ Ã¹®·´²Ä¹¯º ®Ã±¯º«µÄ¹Å ���ª� ¬´Æµ¯¸ �4� Â °¯ ²´¯ ÅÄ³¯¹ ¹º¯ Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®

C
Â ² ®¯·

J
Ü â Æ® Â

² µ¯¹Å·±
`(j)

Ü´ ¯²Ã±
j ∈ J

Â ²¹º ² ¬²´·Ä²µ ´º¯´
≺J

¹
J

È Ú¯ ¸«®· ®Ã±¯º«µ¯ ·±¯ â Æ® ¹ ·±¯ ¹º¯® ²® Æ ¯Ü´¯ Â
° Ä·± ·±¯ ²ºº¯º Ã¹®·´²Ä¹· ·±²· ÄÜ

j1 ≺J j2
·±¯¹ â Æ

j1
¸«®· Ã¸¬µ¯·¯ Æ¶ ·±¯ ·Ä¸ ¯

j2
Æ ¯ÅÄ¹® È á±¯ Ã®· Ä® ·±¯

¸ Ä¹Ä¸«¸ ¸ ²Ç¯®¬²¹ Ü ®«Ã± ² ®Ã±¯º«µ¯ È
á±¯ Ç¯¶ ºÄm Ã«µ·¶ Ä¹ ·´²¹®Ü¯´´Ä¹Å ·±¯ ®Ä¸«µ²·Ä¹ ·¯Ã±¹Äã«¯ · ��ª µÄ¯® Ä¹ ²º²¬·Ä¹Å ø²Ã· �È Ú ±¯¹ ¸ ¯´ÅÄ¹Å

·±¯ °´Ç Ü ·° ¸ ²Ã±Ä¹¯® Ü Ã²¬²ÃÄ·Ä¯®
c1

²¹º
c2

Ä¹· ¹¯ ¸ ²Ã±Ä¹¯ Ü Ã²¬²ÃÄ·¶
c1 + c2

Â Ä· Ä® ¹ µ¹Å¯´ ®«m ÃÄ¯¹· ·
®±° ·±²· ·±¯ »ÊÐ½ ?À¿¾ÊÑ ¿¾Ð À Ü ¯²Ã± â Æ º¯® ¹· Ä¹Ã´¯²®¯ È á ®²·Ä®Ü¶ ¬´¯Ã¯º¯¹Ã¯ Ã¹®·´²Ä¹·® ° Ä·±«· ² ÅµÆ²µ
¸ ºÄ	Ã²·Ä¹ Ü ·±¯ ®Ã±¯º«µ¯ Â ¹¯ °«µº ±²³¯ · º¯³Ä®¯ ² ®Ã±¯º«µ¯ Ü´ °±ÄÃ± ·±¯ Á¿¼Î¿ ¿¾Ð À Ü ¯²Ã± â Æ º ¯® ¹·
º¯Ã´¯²®¯ È

ß¹ Ü²Ã· Â °¯ ®±° ·±²· ·±¯ ºÄ´¯Ã· ²¬¬µÄÃ²·Ä¹ Ü ·±¯ ®Ä¸«µ²·Ä¹ ·¯Ã±¹Äã«¯ Ã²¹¹· ¬ ®®ÄÆ µ¶ ®«ÃÃ¯¯º è ±²³Ä¹Å
¯²Ã±

C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯ ¬ ¯´Ü´¸ ·±¯ °´Ç Ü ®¸ ¯ ®«Æ®¯· Ü ·±¯
C

à¸ ²Ã±Ä¹¯® Ã²¹ ´¯®«µ· Ä¹ ² Ü²Ã·´
Θ(n)

Ä¹2²·Ä¹ Ü ·±¯
¸ ²Ç¯®¬²¹ ©pëôêëü ª « È ß¹·«Ä·Ä³¯µ¶Â ¸ ²¬¬Ä¹Å ®¯³¯´²µ

C
à¸ ²Ã±Ä¹¯® ¹· ¹¯

C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯ ´¯º«Ã¯® ¬²´²µµ¯µÄ®¸ È
á±¯ ´¯®«µ· Ä® ·±²· ² ®¯ã«¯¹Ã¯ Ü ®±´· â Æ® ¸«®·  ÃÃ²®Ä¹²µµ¶ Æ ¯ Ä¹·¯´´«¬·¯º Æ¶ µ¹Å â Æ® Â º«´Ä¹Å °±ÄÃ± ·Ä¸ ¯
·±¯´ ¸ ²Ã±Ä¹¯® ±²³¯ · ´¯¸ ²Ä¹ Äºµ¯ °±Äµ¯ °²Ä·Ä¹Å Ü´ ·±¯ ®±´· â Æ® · 	¹Ä®± È

å°¯³¯´ Â ·±¯ ®Ä¸«µ²·Ä¹ ·¯Ã±¹Äã«¯ Ã²¹ Æ ¯ ²¬¬µÄ¯º Ä¹ ²¹ �� ´¯µ²Û²·Ä¹ Ü ��ª ��� Â Ä¹·«Ä·Ä³¯µ¶ Æ ¯Ã²«®¯ ·±²·
�� µ¯·® ² ®Ä¹Åµ¯ ¸ ²Ã±Ä¹¯ ´«¹ ¸«µ·Ä¬ µ¯ â Æ® Ä¹ ¬²´²µµ¯µ È á±Ä® ¬´º«Ã¯® ²¹

O(log n)
«¬¬ ¯´ Æ «¹º ¹ ·±¯ �å

©ûôêô ��óêþ ¥« È × ´¯³¯´ Â °¯ Ã²¹ ²µ® ®±° ·±¯ ²¹²µÅ Ü ø²Ã· � Ä¹ ·±¯ ®¬ ¯ÃÄ²µ Ã²®¯ ·±²· â Æ µ¯¹Å·±® ³²´¶ Æ¶ ²·
¸ ®· ² Ã¹®·²¹· Ü²Ã·´ Â ²µÆ ¯Ä· ²· ² Ã¹®·²¹· Ü²Ã·´ Ä¹Ã´¯²®¯ Ä¹ ®Ã±¯º«µ¯ µ¯¹Å·± ©ûôêô ��óêþ ¬« È
 ~� � ��®�� �����  �� ��� ���������� ������¯��
á±¯ Üµµ° Ä¹Å ·±¯´¯¸ ®±° ® ·±²· ±²³Ä¹Å ¯²Ã±

C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯ ¬ ¯´Ü´¸ ·±¯ °´Ç Ü ®¸ ¯ ®«Æ®¯· Ü ·±¯
C

à¸ ²Ã±Ä¹¯®
Ã²¹ ´¯®«µ· Ä¹ ² Ü²Ã·´

n/4
Ä¹2²·Ä¹ Ü ·±¯ ¬·Ä¸ ²µ ¸ ²Ç¯®¬²¹ È á±Ä® Ä® ·ÄÅ±· ° Ä·±Ä¹ ² Ü²Ã·´ Ü

4
Â Æ ¯Ã²«®¯ °¯

Ã²¹ ²µ°²¶® ®Ã±¯º«µ¯ â Æ® ¹ ÊÑ ?Ò ·±¯ Ü²®·¯®· ¸ ²Ã±Ä¹¯ �°±ÄÃ± Ä¹ ·±¯
C ′à¸ ²Ã±Ä¹¯® Ä® ²· µ¯²®· ²® Ü²®· ²® Ä¹ ·±¯

C
à¸ ²Ã±Ä¹¯®� Â ´¯®«µ·Ä¹Å Ä¹ ² Ü²Ã·´

≤ n
Ä¹Ã´¯²®¯ Ä¹ ¸ ²Ç¯®¬²¹ È

pëôêëü ª #ÍÀÎÀ ÀP ¾Á¿ »¼½¼»¾¿Ò =À»¿ÊÎÁ
C

¼ÑÌ
C ′ � C

¼ÑÌ ¼Ñ ¾ÑÁ¿¼Ñ»À ÊÏ ½ ÎÀ»ÀÌÀÑ»À »ÊÑÁ¿Î¼¾Ñ ÀÌ Á»Í ÀÌÓ ?¾ÑÔ
(C, J, `,≺J )

Ë¾¿Í ¼Ñ Ê½ ¿¾Ð ¼ ? Á»Í ÀÌÓ ?À ÊÏ Ð ¼|ÀÁ½¼Ñ
OPT

ËÍ¾»Í Ð ¼½ Á � ÊÕÁ ¿Ê Ð ¼»Í¾Ñ ÀÁ ¼»»ÊÎÌ¾ÑÔ ¿Ê
h : J →

{1, . . . , n}> ÁÓ»Í ¿Í¼¿ ¼ÑÒ Á»Í ÀÌÓ ?À Ï ÊÎ ¾ÑÁ¿¼Ñ»À
(C ′, J, `,≺J )

ËÍ¾»Í ½ ?¼»ÀÁ � ÊÕ
i

ÊÑ Ð ¼»Í¾Ñ À
f(h(i))

Ï ÊÎ ÁÊÐ À
f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

ÐÓÁ¿ Í¼=À Ð ¼|ÀÁ½ ¼Ñ
≥ 1−o(1)

4 · n ·OPT @
éêôôö n Ú¯ ·²Ç¯

C = (1, . . . , 1)
²¹º

C ′ = (2, . . . 2, 0, . . . , 0)
Â Ä È¯ È

n/2
¸ ²Ã±Ä¹¯® Ü ®¬ ¯¯º

2
È á±¯ ¬´Æµ¯¸ Ä¹®·²¹Ã¯

Ä® ²® Üµµ° ® È Ú¯ ±²³¯
n

Å´«¬® Ü â Æ® Â Ä¹º¯Û¯º
1

·±´«Å±
n

È � ´«¬
i

Ã¹®Ä®·® Ü
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MinDiam(C ′) ≤ TREE(C ′) ≤ TREE(C) ≤ 2 ·MinDiam(C)

Â °±¯´¯
TREE(C)Ä® ·±¯ ºÄ²¸ ¯·¯´ Ü ·±¯ µ¯²®·à±¯ÄÅ±· ·´¯¯ ° Ä·± º¯Å´¯¯ Æ «¹º®

C
È á±¯ 	 ´®· Ä¹¯ã«²µÄ·¶ Ä® Æ³Ä«® Â ²¹º ·±¯ ·±Ä´º

Üµµ° ® Ü´¸ ·±¯ Ü²Ã· ·±²· ·±¯ ºÄ²¸ ¯·¯´ Ü ·±¯ Æ ¯®· Å´²¬± Ä® ²· µ¯²®· ·±¯ ±¯ÄÅ±· Ü ·±¯ Æ ¯®· ·´¯¯ Â °±ÄÃ± Ä® ±²µÜ ·±¯
·´¯¯ Ù® ºÄ²¸ ¯·¯´ È

�



á±¯ ®¯Ã¹º Ä¹¯ã«²µÄ·¶ ®²¶® ·±²·
TREE

±²® �å
1

È á±Ä® Ã²¹ Æ ¯ ®±°¹ ²® Üµµ° ® È ù¶ ²¹ Ä¹·¯´Ã±²¹Å¯
²´Å«¸ ¯¹· Â Ä¹ ·±¯ ¬·Ä¸ ²µ ·´¯¯ Â ÄÜ

ci ≥ cj
·±¯¹ µ¯³¯µ

(i) ≤
µ¯³¯µ

(j)
Â °±¯´¯ µ¯³¯µ

(·)
º¯¹·¯® ºÄ®·²¹Ã¯ Ü´¸ ·±¯ ´· È

Ú¯ «®¯ ·±¯ ®·²¹º²´º Ü²Ã· ·±²· ÄÜ
C ′ � C

·±¯¹
C ′ Ã²¹ Æ ¯ ¬´º«Ã¯º Ü´¸

C
Æ¶ ² ®¯ã«¯¹Ã¯ Ü ·´²¹®Ü¯´® Ü Ã²¬²ÃÄ·¶

Ü´¸ µ°¯´à · ±ÄÅ±¯´àÃ²¬²ÃÄ·¶ ¹º¯® ���� È ßÜ °¯ ·´²¹®Ü¯´ ¹¯ «¹Ä· Ü Ã²¬²ÃÄ·¶ �² «¹Ä· Æ «¹º ¹ ·±¯ º¯Å´¯¯� Ü´¸
j

·
i
Â °±¯´¯

ci ≥ cj
Â ·±¯¹ °¯ Ã²¹ ·´²¹®Ü¯´ ·±¯ ²®®ÃÄ²·¯º ®«Æ·´¯¯ ²® °¯µµ Â °±ÄÃ± Ã²¹¹· Ä¹Ã´¯²®¯ ·±¯ ±¯ÄÅ±· Ü

·±¯ ·´¯¯ ®Ä¹Ã¯ µ¯³¯µ
(i) ≤

µ¯³¯µ
(j)

È
Ú¯ ºÄº ¹· ²¬¬µ¶ ·±¯ ªÄ¸«µ²·Ä¹ �¯¸¸ ² Æ ¯Ã²«®¯ ·±¯ Ã²¬²ÃÄ·Ä¯® ®¬ ¯ÃÄÜ¶ ±²´º Ã¹®·´²Ä¹·® °±ÄÃ± Ã²¹¹· Æ ¯

³Äµ²·¯º ��¹ºÄ·Ä¹ � Ü á±¯´¯¸ � Ä® ¹· ®²·Ä®	¯º � È ) ·¯ ·±²· ¹¯ Ã«µº Ä¹®·¯²º ®¯¯Ç · ¸ Ä¹Ä¸ Äæ¯ º¯Å´¯¯®
®«Æâ ¯Ã· · ²¹ «¬¬ ¯´ Æ «¹º ¹ ·±¯ ºÄ²¸ ¯·¯´ Â Ä¹ °±ÄÃ± ¸ º¯µ á±¯´¯¸ � º¯® ®±° ²

O(1)
�å È

Á Â ¹¥¤{£ ¨,{� Ã¥¤ £�{£©¢z
ß¹ ·±Ä® ®¯Ã·Ä¹ Â °¯ ºÄ®Ã«®® ±° ·±¯ ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ã²¹ ¬´³Äº¯ ² °´®· Ã²®¯ Ü´ ·¯®·Ä¹Å Â «®Ä¹Å µ²º Æ²µ²¹Ã¯´®
Ü´ ºÄ®·´ÄÆ«·¯º ±²®± ·²Æµ¯® �/åá®� ²® ²¹ ¯Û²¸¬µ¯ È

× ®· /åá® ±²³¯ Æ ¯¯¹ º¯®ÄÅ¹¯º ° Ä·±«· Ç¹° µ¯ºÅ¯ Ü ·±¯Ä´ ¯³¯¹·«²µ ²º¬·Ä³¯ ¯¹³Ä´¹¸ ¯¹· Â °±ÄÃ± ¸ ÄÅ±· Æ ¯
² ±¸ Å¯¹¯«® Ãµ«®·¯´ Â ² °´µº° Äº¯ ¸ ²¹²Å¯º ®¶®·¯¸ µÄÇ¯ � µ²¹¯·�²Æ ��� �°±®¯ ¹º¯® ³²´¶ Ä¹ ¸ ¯¸ ´¶ ²¹º ºÄ®Ç
®¬²Ã¯ Æ¶ ² Ü²Ã·´ Ü Ü«´ ²¹º ¯ÄÅ±· Â ´¯®¬ ¯Ã·Ä³¯µ¶ Ä � Â ´ ² ¬ ¯¯´à·à¬ ¯¯´ ®¶®·¯¸ µÄÇ¯ �¹«·¯µµ² �°±®¯ ¹º¯® ³²´¶ Ä¹
Æ ··µ¯¹¯ÃÇ Æ²¹º° Äº·± Æ¶ ²· µ¯²®· ·±´¯¯ ´º¯´® Ü ¸ ²Å¹Ä·«º¯ ����� È Ú Ä·± ®«Ã± ² ° Äº¯ ´²¹Å¯ Ü ·²´Å¯· º¯¬µ¶¸ ¯¹·® Â
Ä· ¸ ²¶ Æ ¯ ³²µ«²Æµ¯ · ·¯®· «¹º¯´ ² Ã²¬²ÃÄ·¶ ºÄ®·´ÄÆ«·Ä¹ °±ÄÃ± °«µº Æ «¹º ·±¯ ®¶®·¯¸ Ù® ¬ ¯´Ü´¸ ²¹Ã¯ Ä¹ ¼ÑÒ
º¯¬µ¶¸ ¯¹· ®Ã¯¹²´Ä È ßÜ °¯ ±²³¯ ² Ã®· Ü«¹Ã·Ä¹

g(C,W )
°±ÄÃ± ¸ º¯µ® ·±¯ ®¶®·¯¸ °¯µµ Â ²¹º ÄÜ

g
±²® �å

α
Â

·±¯¹ ·±¯ ®¶®·¯¸ Ù® Ã®· «¹º¯´ ±¸ Å¯¹¯«® Ã²¬²ÃÄ·Ä¯® Ä® ° Ä·±Ä¹ ² Ü²Ã·´
α

Ü ·±¯ °´®· Ã²®¯ Â Ü´ ²¹¶ °´Çµ²º
W

Â
²¹¶ 	Û¯º

n
Â ²¹º ²¹¶ 	Û¯º ··²µ Ã²¬²ÃÄ·¶È Ú¯ ¹¯Û· ²´Å«¯ ·±²· Ä¹ ·±¯ Ã²®¯ Ü /åá µ²º Æ²µ²¹ÃÄ¹Å Â Ä· Ä® ¬ ®®ÄÆ µ¯

· ¬´º«Ã¯ ®«Ã± ² Ã®· Ü«¹Ã·Ä¹
g

°±ÄÃ± Ä® ² ´¯²®¹²Æµ¯ ¸ º¯µ Ü ·±¯ ®¶®·¯¸ È
ª¯³¯´²µ ¬´¬ ®¯º /åá µ²º Æ²µ²¹Ã¯´® �� Â �ú� ²®®ÄÅ¹ °¹¯´®±Ä¬ Ü Æâ ¯Ã·® ®·´¯º Ä¹ ·±¯ ®¶®·¯¸ Æ¶ 	 ´®· ¬²´·Äà

·Ä¹Ä¹Å ·±¯ Æâ ¯Ã·® ²¸ ¹Å =¾Î¿Ó¼ ? ÑÊÌÀÁ Â ²¹º ·±¯¹ ¬µ²ÃÄ¹Å ³Ä´·«²µ ¹º¯® ¹ ¬±¶®ÄÃ²µ ¹º¯® È o²Ã± ³Ä´·«²µ ¹º¯
±²® ²¹ ²®®ÃÄ²·¯º µ²º Â ®«Ã± ²® ·±¯ ´²·¯ Ü Ä¹Ã¸ Ä¹Å ´¯ã«¯®·® Ü´ Æâ ¯Ã·® ®·´¯º ¹ Ä· È á±¯ Å²µ Ä® · ²®®ÄÅ¹
³Ä´·«²µ ¹º¯® · ¬±¶®ÄÃ²µ ¹º¯® Ä¹ ² µ²ºàÆ²µ²¹Ã¯º °²¶È

× ´¯ ®¬ ¯ÃÄ	Ã²µµ¶Â ®«¬¬ ®¯ °¯ º¯®Ä´¯ · ¸ Ä¹Ä¸ Äæ¯ ·±¯ ¸ ¯²¹ µ²·¯¹Ã¶ ¯Û¬ ¯´Ä¯¹Ã¯º Æ¶ «®¯´® Ü ·±¯ ®¶®·¯¸ È / ¯	¹¯
·±¯ µ²º ¹ ² ³Ä´·«²µ ¹º¯ ²® ·±¯ ¹«¸Æ ¯´ Ü «®¯´®

ui
Ã¹¹¯Ã·¯º · Ä· Â ²¹º ¸ º¯µ ·±¯ µ²·¯¹Ã¶ ¯Û¬ ¯´Ä¯¹Ã¯º Æ¶ ² «®¯´

Ã¹¹¯Ã·¯º · ¬±¶®ÄÃ²µ ¹º¯
i

²®
ui/ci

Â °±¯´¯
ui

Ä® ·±¯ ··²µ ¹«¸Æ ¯´ Ü «®¯´® Ã¹¹¯Ã·¯º ·
i
È á±Ä® ¬´Æµ¯¸ Ã²¹ Æ ¯

¸ º¯µ¯º Æ¶ ®Ã±¯º«µÄ¹Å ¹ ´¯µ²·¯º ¸ ²Ã±Ä¹¯® ° Ä·± ·±¯ Æâ ¯Ã·Ä³¯ Ü ¸ Ä¹Ä¸ ÄæÄ¹Å ·±¯ ®ã«²´¯ Ü ·±¯ Ã¸¬µ¯·Ä¹ ·Ä¸ ¯
Ü ¯²Ã± ¸ ²Ã±Ä¹¯ È �´µµ²´¶ ú Ä¸¬µÄ¯® ·±²· ·±Ä® ¬´Æµ¯¸ ±²® �å

4
È ßÜ ·±¯ /åá µ²º Æ²µ²¹Ã¯´ 	¹º® ²®®ÄÅ¹¸ ¯¹·®

Ü ³ Ä´·«²µ · ¬±¶®ÄÃ²µ ¹º¯® ·±²· ²´¯ ° Ä·±Ä¹ ² Ü²Ã·´
α

Ü ¬·Ä¸ ²µ Â ·±¯¹ ¸ ¯²¹ µ²·¯¹Ã¶ ° Äµµ Æ ¯ ° Ä·±Ä¹ ² Ü²Ã·´
4αÜ Ä·® °´®· «¹º¯´ ±¸ Å¯¹¯«® Ã²¬²ÃÄ·Ä¯® Â Ü´ ²¹¶ ¬²··¯´¹ Ü µ²º ¹ ·±¯ ³Ä´·«²µ ®¯´³¯´® È

 Å ¨¥¢¨ �§{©¥¢
Ú¯ ±²³¯ ·²Ç¯¹ ®¸ ¯ Ä¹Ä·Ä²µ ®·¯¬® ·°²´º ²¹²µ¶æÄ¹Å ·±¯ ¯ÿ¯Ã· Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹ ºÄ®·´ÄÆ«·¯º ®¶®·¯¸ ® È á±¯´¯ ²´¯ ²
¹«¸Æ¯´ Ü ºÄ´¯Ã·Ä¹® Ü´ Ü«·«´¯ ´¯®¯²´Ã± È ø Ä´®· Â «´ Æ «¹º® Ã«µº Æ ¯ ·ÄÅ±·¯¹¯º Ø ´¯®µ³Ä¹Å ·±¯ ã«¯®·Ä¹ Ü °±¯·±¯´
¬´¯Ã¯º¯¹Ã¯ Ã¹®·´²Ä¹¯º ®Ã±¯º«µÄ¹Å ±²® Ã¹®·²¹· ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä® Ü ¬²´·ÄÃ«µ²´ Ä¹·¯´¯®· È ª¯Ã¹º Â ¹¯ Ã«µº
²¹²µ¶æ¯ ·±¯´ Ã®· Ü«¹Ã·Ä¹® Â ®«Ã± ²® ®Ã±¯º«µÄ¹Å ° Ä·± Î¼ÑÌÊÐ > ´²·±¯´ ·±²¹ ²º³¯´®²´Ä²µ Â â Æ® Ø ´¯®«´Ã¯ Ã¹®·´²Ä¹¯º
®Ã±¯º«µÄ¹Å �4�Æ Ø ´ ·±¯ ) ²®± ¯ã«ÄµÄÆ´Ä² Ü ¹¯·°´Ç Ã¹Å¯®·Ä¹ ²¹º µ²º Æ²µ²¹ÃÄ¹Å Å²¸ ¯® ���Â ��� È  ¯Å²´ºÄ¹Å ·±¯
µ²··¯´ Â ¹·¯ ·±²· ÄÜ ² Å²¸ ¯ ±²® ¬´ÄÃ¯ Ü ²¹²´Ã±¶

α
²¹º Ä·® ® ÃÄ²µ ¬·Ä¸ ² ±²³¯ ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶

β
Â ·±¯¹ ·±¯

) ²®± ¯ã«ÄµÄÆ´Ä² ±²³¯ ¬´ÄÃ¯ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶
≤ αβ

Â Æ«· Æ ¯··¯´ Æ «¹º® ¸ ²¶ Æ ¯ ¬ ®®ÄÆ µ¯ È �ººÄ·Ä¹²µµ¶Â ª«´Ä ¯·
²µ ���� ±²³¯ ²®Ç¯º °±¯·±¯´ ·±¯ ¬´ÄÃ¯ Ü ²¹²´Ã±¶ Ä·®¯µÜ º¯Ã´¯²®¯® °±¯¹ ¸ ²Ã±Ä¹¯ ®¬ ¯¯º® Ä¹ ·±¯Ä´ µ²º Æ²µ²¹ÃÄ¹Å
Å²¸ ¯ Æ ¯Ã¸ ¯ ±¯·¯´Å¯¹¯«® È Þ«´ Ü´²¸ ¯°´Ç ¸ ²¶ ±²³¯ ´¯µ¯³²¹Ã¯ Ä¹ ²¹®°¯´Ä¹Å ·±²· ã«¯®·Ä¹ È

� ·±Ä´º ºÄ´¯Ã·Ä¹ Ä® · Æ´²º¯¹ «´ ¸ º¯µ È oÛ·¯¹ºÄ¹Å ·±¯ ¹·Ä¹ Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ · ²µµ° ¹º¯® · ±²³¯
¸«µ·Ä¬ µ¯ ÇÄ¹º® Ü Ã²¬²ÃÄ·¶Â ´ Ä¹ Å¯¹¯´²µ ¸ ´¯ ·±²¹ ¹¯ ²··´ÄÆ«·¯ Â ¸ ²¶ Å´¯²·µ¶ Æ´²º¯¹ Ä·® ²¬¬µÄÃ²ÆÄµÄ·¶È
Ç~w j S �o�pm�p} ÈÉ x ���Ê x ijË jt ÌÈ� Í poljpno� k okjp} �on�oot � ��� �t� È ��Î �z �t� �sw{ wsUo � on�oot Ï� �� �t� �É� �� �z�kjtT R |�tonÐ�� tj�ow � u �n� ��w mt�v�s|�� |o Sjp wjk o tj�ow �Ñ Òn sw o�w} nj w�j� n��n n�o Rjj j S powjmpro rjtwnp�sto� wr�o�m|stT sw �n k jwn n��n jS Riq �

�ä
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á±¯ ²«·±´® ·±²¹Ç �±´Ä®·® �²¬²ºÄ¸ Ä·´Ä« Â ª²·Ä®±  ² Â ªÃ·· ª±¯¹Ç¯´ Â ²¹º ß¹ ª·ÄÃ² Ü´ ±¯µ¬Ü«µ ºÄ®Ã«®®Ä¹® È
/ ²³Äº × µ¹²´ Â �²Ç®±¸ Ä¹²´²¶²¹²¹ ª«Æ´²¸ ²¹Ä²¹ Â ²¹º ·±¯ ²¹¹¶¸ «® ´¯³Ä¯°¯´® ¬´³Äº¯º «®¯Ü«µ Ã¸¸ ¯¹·® È

+�Ã�¤�¢¨�{
��� � µ²¹¯·µ²Æ È ±··¬ è33°°° È¬µ²¹¯·àµ²Æ È´Å3 È
�ú� 1 È � È ø È � µ¸ ¯Äº² Â ß È × È × È 1²®Ã¹Ã¯µ® Â » È ) È � È Ó ´²Æ ¯ Â ²¹º / È � È × ¯¹²®ÃÔ È � ®Ä¹Å ´²¹º¸ ·²®Ç Å´²¬±® ·

Ä¹³¯®·ÄÅ²³¯ ·±¯ ¬ ·¯¹·Ä²µ Æ ¯¹¯	 ·® Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹ ¬²´²µµ¯µ ®¶®·¯¸ ® È ß¹ % ÎÊ» @ Õ µ¾Ö ×ØØØ »ÊÑÏ ÀÎÀÑ»À ÊÑ
qÓ½ ÀÎ»ÊÐ½ Ó¿¾ÑÔ Â ���ú È

��� 1 Ä´Å ÙµÄ � µ¸ ¯Äº² ²¹º / ²¹Ä¯µ × ¯¹²®ÃÔ È �®·à¬ ¯´Ü´¸ ²¹Ã¯ ²¹²µ¶®Ä® Ü ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ Ä¹ ®«¬ ¯´Ã¸¬«·¯´ ²´Ã±Äà
·¯Ã·«´¯® È ß¹ % ÎÊ» @ Õ µ¾Ö ×ØØØ »ÊÑÏ ÀÎÀÑ»À ÊÑ qÓ½ ÀÎ»ÊÐ½ Ó¿¾ÑÔ Â ���ä È

��� 0²·Ä¹ �±²°²·±¯ Â ª¶µ³Ä²  ²·¹²®²¸¶Â �¯¯ ù´¯®µ²« Â ) ÄÃÇ �²¹±²¸ Â ²¹º ªÃ·· ª±¯¹Ç¯´ È × ²ÇÄ¹Å �¹«·¯µµ²àµÄÇ¯
�ú� ®¶®·¯¸ ® ®Ã²µ²Æµ¯ È ß¹ % ÎÊ»ÀÀÌ¾ÑÔÁ ÊÏ Õ µ¾ q×¿µÚ¾¾ Â úää� È
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Õ ?Ô ÊÎ¾¿ÍÐÁ $q ÚÀÕ& Â ¬²Å¯® �� �Ü��ä Â ���4 È

��� ø´²¹Ã¯®Ã �¸ ¯µµ²® ²¹º �±²´µ¯® / ¯µ´¸ ¯ È á±¯ �º¯Å´¯¯ Â ºÄ²¸ ¯·¯´� ¬´Æµ¯¸ Ü´ Å´²¬±® È ±··¬ è33°°°à
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²¹ÃÄ¹Å Ä¹ º¶¹²¸ ÄÃ ®·´«Ã·«´¯º �ú� ®¶®·¯¸ ® È ß¹ % ÎÊ» @ ×ØØØ ×Þ<ÚµÚ¾ Â å ¹Å ß¹Å Â úää� È
��� � È ù´ÄÅ±·¯¹ �ºÜ´¯¶ ²¹º ß¹ ª·ÄÃ² È å ¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶ ²¹º µ²º Æ²µ²¹Ã¯ Ä¹ ºÄ®·´ÄÆ«·¯º ±²®± ·²Æµ¯® È ß¹ % ÎÊ» @×ØØØ ×Þ<ÚµÚ¾ Â úää� È
��ä�  È � È � ´²±²¸ È ù«¹º® ¹ ¸«µ·Ä¬´Ã¯®®Ä¹Å ·Ä¸ Ä¹Å ²¹¸ ²µÄ¯® È ß¹ à À? ? qÒÁ @ #À»ÍÑ¾»¼ ? áÊÓÎÑ¼ ?Â ¬²Å¯® ����Ü

��� �Â ���� È
���� o È ß«·®«¬Ä²® È �´ºÄ¹²·Ä¹ ¸ ¯Ã±²¹Ä®¸ ® Ü´ Ã¹Å¯®·Ä¹ Å²¸ ¯® È ß¹ q ¾Ô ¼»¿ Þ ÀËÁÂ / ¯Ã¯¸Æ ¯´ úää� È
��ú� »¹²·±²¹ � ¯ºµÄ¯ ²¹º × ²´Å ª¯µ·æ¯´ È / Ä®·´ÄÆ«·¯º Â ®¯Ã«´¯ µ²º Æ²µ²¹ÃÄ¹Å ° Ä·± ®Ç¯° Â ±¯·¯´Å¯¹¯Ä·¶Â ²¹º Ã±«´¹ È

ß¹ % ÎÊ» @ ×Þ<ÚµÚ¾ Â úää� È
���� � µÆ ¯´· Ú È × ²´®±²µµ ²¹º ß¹Å´²¸ ÞµÇÄ¹ È ×ÑÀâÓ¼ ?¾¿¾ÀÁ s #Í ÀÊÎÒ ÊÏ ¾ ¼� ÊÎ¾�¼¿¾ÊÑ ¼ÑÌ ¾¿Á Õ½½ ?¾»¼¿¾ÊÑÁ È �Ã²º¯¸ ÄÃ

� ´¯®® Â ��4� È
���� ß¶«¹Åª �²´Ç ²¹º 1 Ä³¯Ç �²Ä È �¸ ¹ è � ¸ ¹Ä·´Ä¹Å Ä¹Ü´²®·´«Ã·«´¯ Ü´ � µ²¹¯·�²Æ È
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% ÎÊ» @ ×% #%q Â úääú È
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% ÎÊ» @ q%ÕÕ Â úää� È
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